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RELACIONES BINARIAS

0. INTR@WGBIO&

En motemdticos lo relecmn entre dos elementos de un solo t:on;unto
o de-dos conjuntos dnfere/nfeg , &8s muy vmporranfe,del cyol se deducen los

conceptos de ! relaciones binaorias ,funciones y operaciones binariags.

Estos. conceptos 10 iremos definiendo paulativamente .
1. PAR ORDENADO
ugp[.n'gan.- Dov'do‘ dos. conjuntos Ay B , definimos el PAR’
ORDENADO DE COMPONENTES' o y-b, ol conjunto.
(o, b)z{{o} {o. bj} tol que €A A b € B.
- {o} € ?(Aus)x {o,b} ¢ Plavs)
2= components
.'l.é compone nte ilo&' ‘a'b}} € o(@(l\uﬁ)}
EJEMPLO - Sean los conjuntos | A’={q,§}, ) 5'={c}.
Se tiene ! AuB ={a,bc} '
Pravs) = {_é,{a},{b}, e, {o.08 fa,c, (b, <), {auB})
P AuB\))"-‘-'{ ¢},{M oo {0}, to,c}} ,- {{b} ' {b’;’cf}- ,
{{c} .{.Q.C}} i {{c} {v, c}} ..... : }

tiene 2'8 = 256 elementos
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En el conjunto ..q)(?(AuB))" notomos !
"{{a} , {o ,c” = (6,7c) € AxB ,aesloprimer componente porque

{0} (hej} = (mere axs b =led

{{eh, to,c}} = (c0) € Bxa

{te} , {b,c}} = (c,b)e BxA

2. IGUALDAD DE PARES ORDENADOS
‘TEOREMA. - (a,b) = ( c,’d) si,y solo.si. a=c a

Demostracion : Se hace oplicando lo definicion 1 -

3. PRODUCTO DE CONJUNTOS
DEFINICION. _ '
AxB = {(o,b)e q)”’mus 1} /0€n b_€8»}»
’ El prodbcro de A por B ,es el conjunto de todos los pares
ordenados (o0,b.) pertenecientes al conjunto ?{@(AUB))
toles que 0 EA y b€ B.
Por lo general , ob'yiamos el conjunto. ?(T(A vB) vy sélo ofirmomos
que AxB = {’(o,b)’/aeA A beB}

Por lo tonto .

3.1 ‘(o,b)€ AxB <> 0€EA A b €EB

ta,b) % AxB (= o%\'AV v b#B
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EJE&‘PLO 1- Seonlos‘coniun’fos Aé,{o,-b} , B=’{c,d,¢}
D&inimos :
A %8 = {(0,c),(0,8),(az),(b,c), (b,d),(b,e)}
Bx A= {(c0),(6,0),(e,0), (cb),(d,b), (e8]
axa=a*= {(a0),lap), (b,a),(b.'a)}
Bx8 =8°= {(cc)(cd),lce) (d,c),(d,0),(de)(ec),(e0),(e,e)]
EJEMPLO 2. Seo A= {o,b}
Se tiene o -
1 Flar={o0}. 104, a)
2 Pars Pear={ (2,00, (@001 ), (0,168, (0 ,4),
" (fa},@),(%e},10} ), (fa},ib}), (ab,A ),
‘ms..é_),m},{a;), (1b},16%), (16}, A ),
(A,8), (Ad0}), (A ,1b}), (a,a1}-
EJEMPLO 3- Sea A= {0,1,2}
tenemos !

(AxA)x A= Alx A = {((oo) o), ((oo)t) ((oor,a) (to,n,0),

((0,1),1) 4eunen.n. ((zz)z)}
= {(0,0,0),(0,0,1),........ (2,2,2)}

tiene 18 elementos .
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4. PROPIEDADES

y - AxB = ([)‘.{P(AUB))

P, AxB # BxA , si A B

Py. Ax@ =BxA = p

Pr. AxB=0 ® A=D v B=0
Py . Ax(BuC)= (AxB)u(AxC)

"Pg . Ax(BnC)= (AxB)n (AxC) Propiedades Distributivas
P . Ax(B-C)= (AxB)- (AXC)
AxB = BxB

Pg . si A= B =
: A x A= Ax8

Py . (AxE)u (BxF)S (AuB) x (EuF)
10’

si A® 8 A Ce D = AxEe BxD

NOTA: Se demuestron aplibcondo los definiciones dadas en 3.1
4.1 PROBLEMAS

Demostrar cada uno de los siguientes proposiciones

[(AxB_)- ('I.\.xc)] €< (AxB)- (AxC)

%A’# B B(AxB)

N

3. (gAaveB =xEC. < B ( (An_s)‘x c)

4. (Ax€B)IW (CxBD) & (AuC) xZ(BnD)

5. SiA=C y Dn®gB =
Demostrar usando propiedades que .

[Ax(o-8)]u [ax0] v {(a-Cc)xD]= CcxB "’
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~ 6:Seon los conjuntos A, B y C. Si A€ C y B< 8BC , demostrar

aplicando def'iniciones‘ que

[Bx(avc)] n [(B-C)xa] = Bxa

7. Demostror Que:g)(A x(8nCy)= Prass)n P(anc)

8.Demostror [ (M;A)xN] u [Mx(N-B)]@ [ (MxN)-'(AxB)J

9. Demostrar : B(CXD)'C (BCxD) v (ngo)’u (8C x80 )

10. Demostrar que | A x B; )n. (A,

xB, )= ('A’in A, )x (B,nB,)

sabiendo que A;y A, son subconjuntos-de X y B; , Bz subconjuntos

de Y.

5. PRODUCTO CARTESIANO

SiAS R y BE R , entonces -AxB toma-el nombre de PRODUCTO

CARTESIANO de A por B.

Por tonto !

AxB=1{(0,b)E RxR /o€ A A beB}

EJEMPLO 1
Sean A ={ 1,2,,3} '
B=123}

Luego .

Axa:{u,,z),(f,:).,(:,2)_,(2.3),(3.2).(3.3)'
- REPRESENTACION GRAFICA

R, -
34-4--p-p- oo
1
e
o SR O |
[ ,' -
] i —— ~ R
1 2 3
AxBe Rx R

[ evEmPLO 2.

Sean A= .‘xﬁﬁ/—B(xf-Zf
" B= {yER/1%y <3}

'Graficor AxB

;Axe

N
@u,«

' —y X
-3 a2 .2

AxB es un rectdngulo incluido en
Rx R.
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~ OBSERVACION
En el ejemplo 1, los conjuntos Ay B son finitos, por fanfo Ax B tambien
es finito. ' ' L , -
Enel ejempla 2 ,los conjuntos Ay B--son infinitos no numerables, en
consecuencia A xB esfombi€n infinito no numerable.

51 EL PLANO CARTESIANO

o) RxR=R"={(x,y)/x€R A y€ R} s el PLANO CARTESIANO
by % ~ enelque!:
X . es eleje de las abscisas

Y . es el eje de los ordenadas

'-—-—————?(X,y) ’ . .

. ! : Losejes X e Y se intercepton

‘ IL N perpendicularmente en (0,0) que
to,ont es el origen de coordenodas .

b) RxRx R = m’:.—{(x,y,z )/ €R;YER,zER} esel ESPACIO
TRI-DIMENSIONAL.

) RxRxRsx.... sR=R"= i (%,%5, X350 %) /% en} es el espacio
s M ‘ n - dimensional ' :

n VCCCSA
8.2 PROBLEMAS

1. Deferminar los valores de x € ¥ , de modo que secumpla la igual
dad en cada coso !

a). (x+6y-, Tx-3Y) =Z’z7,9) d) (7x+9y,1zx+10y)=(1{2;4)
"R: x=3 " v=4 ’ R: x:.ﬂ) y= 14
by (3x-2y., 5x+8y) =(-2,-60) o) (ex-18Y  24x-3y) =(-85,-5)

R: %z-4 ,Yy=-5 R: x:% ) y;S

-e) (3x+5y, 2x-7) :(1,—4) $) (x-3y -7x+8y) =(8,29)

R . w=-y | y=2 SRy x=-T y=-3
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-6 . RELACIONES B\NAQIAS

G.1  DEFINICION

Dados dos conjuntos A yB , llamamos RELACION BINA_
Ria de A enB a todo subconjunto R de AxB ; estoes:

R es una relacion de A enB si_(‘ R < AxB

Sag&n la de}tnici&in 61 dados dos: conJuntos Ay B se estoble
ce un “vinalo™ entre los elementos de A Y B.
EJEMPLOS

En cada uno de las sigtes Proposiciones  se establece un vina
lo entre los elementos de dos juntes :

PROPOSICION NOTACKN | RELACION R c°'“”NT°S i£5 2 penar
a es hijo de b aRb |serhijo Q€A =conunto de hios
» .. be B = conjunto de padres | .
x ¢ copttal dey [xRy ser capital | x€X = cony. de ciudades
- A ) y €Y = conj.de patses
a e menor que b [aRb | ser menor ae A =conj. denumeros
, o ] . be B = con). de numercs
i dive divide a. ’ xeX = conj. dendm.enters
x divide a y xRy wide vy €Y = conj. de num .entens
@ “role d “Ha ser multiplo | *€A <X
a es miltiplode b ‘ Rb :tplo beBcZ .
A estd inclutdoenB-| AR B estar incluido| A€ Pw
: . Be (w0

EJEMPLOS NUMERICOS L
1. Dado los conjuntos A ={0,1,2 3} ={2, 4} se tiene:

Ax8 ’(02) (0,4),01,2) , (1,4, (2,2),(2,8) (32) (34)}

€l con)unto AxB tiene 2° subconjuntos . .

Todos l0s subconjuntos de AxB son relaciones de A en B
Alqumsmlacsones de AenB son:

R, =.{(o,z)} _ Rj ={te, b)GAIB/Q.sh} ={(z,n}

R2 ={ (o,2),(1,, 0,8} Rg = {(x,v)eAxalr -x£3}
= {102, 2,0,0,8 22 (2,6 (3,2), (3,40 }
NOTA: @ y AxB son relacones de A en B .

es la relacion vacia de AxB
y AxB es la relacioi total de AxB
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6.2 DEFINICION
Sea A un conjunto-.

Decimos que R es una relocicnen A
St , Y sd.o st

R es una relacion de A enA .

€4 decir : | R es una relacion .en A sit

R < AxA

EJEMPLO: Dado MN,={o,1,2,3 }

Son relacuones en N los siguientes subconjuntos:

R": aRb & a-b es multiplo de 3
‘9 aSbhb & bz=2k-1
T . aTb & Qa es primo relatjvo conb .
6.3 NOTACION ‘ 3 _ ,
Son equivalentes las notaciones: [AR b | & [(a,peR
. — -
Se lee:

Selee:
‘a estaenvela €l par ordenado

* cion con b me (a,b) pertene-

diante R ce a larela -
T ocion R. .
6.4 CONJUNTO DE PARTIDA Y CONJUNTO DE LLEGADA DE UnNA RELACION
St R es una relacion

de Aen B ; es decir R < AxB ’dz'~ .
conjunto de partida y
conjunto de llegada .

cimos que : A es e

B es el

6.5 DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION
Sea R una relacion de A en B (R<AxB) s dejinimos :

[EL Dominio DE R| | @8 el conjun
to de las primeras componen-
tes de los pares (T,v) perte

[eL RANGO DE R| |, es el conjun

to formado por las segundas

componentes (x,y) pertenecm
T

‘necientes a R

dom.(R)={xeA/TyeB, (=,neR}

xedom(R) & TFye B/x,yeR
x ¢ dom (R ~veB (xy) R
¢ Apgg; ) ¢

.

tes a R

rang(R)={yeB /IxeA , x,y)€R |
verang(R) ¢ I xeA /4x,v€R

, uNg R
’o

y¢ rang(R)¢= ‘V‘zeA
8
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7. TIPOS DE RELACIONES

Las siguientes definiciones se dan solo en relaciones de .un conjunto

sobre si mismo.

DEFINICION Res uno relocion en A sii RS AxA

Decir.- R es uno relacion en A es equivalente.a

decir R es una relocidn de A enA .

Sea R uno relacion en A

(1) Diremos que R es una relocion REFLEXIVA en A sn',y solo s/

| x€a implica (x,x) €ER| <= Dla)e R

t-u el conjunto diogonal de A.

ba l'V'xeA imﬁﬁéa x Rx l

(2) Sedice que R es unarelacion SIMETRICA s,y solo si

(x,y)€ER implica (y,x)€ R ,% (x,y) €-R

que es equivalente a

xRy implica yRx ,V (x,y) € R-

(3) Se dice que R es una relacion TRANSITIVA si, y solo si

[(x,y)ER A (y,z)CR] implico (x,z»)GYR

[ny A sz] implico xRz

(4) Diremos que R es una relocion de EQUIVALENCIA s/, y solo

si R es . reflexiva ,sime'trico y transitiva.
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(5) Se dice que R es una relocion ASIM_éTRlCA si,y sélo si

(x,y) € R implico (y,x)}{ R, ¥ (xy)

Ejemplo. sea A = f'hombns}

y R= ‘(x,y)& Ax A /x es hijo de y }

L es asimetrico

(6) R es ANTISIMETRICA si, solo si

Ejemplos :

1.

(7)

(8)

(9)

["(x.‘y)eR a (y,x)ﬁ.R] =) x=y , ¥ (x,y)

Lo relocidn "% " en los nimeros reales es uha relocion antisimétrico

.porquei' [oﬁb, A b:’zo] implica a='b-.

Le relocidn de inclusion "e " en conjuntos es una relacion antisimé-

trica porque: [Ae B A Be AJ implica A= B.

Diremos que- R es una !elécio'n de ORDEN PARCIAL, sies reflexiva
ontisimétrica y ‘transitiva.

Ejemplo: Lo relacidn de inclusivo'n “="en conjuntos .

Diremos que R esuno relocion COMPARABLE (o conexa)si,y
sétosi [v16a A vyealm [(,y)ER v (y,2)ER ]

"&£ " os comparable,

Ejemplo . En el conjunto A= R , la relacion
£ 5 ]

porque [v;cm A VyE )R]implice [xé y v y
Diremos que R eswna relacion de ORDEN TOTAL, si es reflexivo,

antisimetrica, tronsitiva y comparable.



Relaciones Binarias

Ejemplo.

orden TOTAL.

@

En el conjunto A= R, lorelacion "4 " es uno relacion de

(10) R es una relacion de PRE- ORDEN, si es reflexiva y transitivo.

Ejemplo. Si en el conjunto Z , definimos lo relqcio’n

71

@ Sea el conjunto A={a,b,c,d}

‘Rzi(x,y”} € ZxZ /x#0 A x divide o v}

se cumple . R es uno relocion de PRE- ORDEN.

PROBLEMAS

TEORICOS

Lo relacion R= { (0,0 ),(p,b), (¢,c),{d,d),(0,c),(c,a),(b,d), (d,b)}

es

)

b)

c)

i . . .
una relacion de equivalencia en A , pues.

R es reflexiva ,porque .

D(a) ={(a,a), (5,0),(c,c), (d,0)} = R

R ‘es simetrica , porque

(x,y)€ER
(o,0) €ER
(b,b)ER
(c,c)ER
(d,d JER
(o,c)ER
(c,a JER
(b,d)€ER
(d,b)ER

/ . o

implica
= (a,0) €ER
= (bb)ER
=) (c;c)eh'
= (d,d) €ER
=) ('c,a)ER

o= {a,c) €R
=  (d4,blER
=>

(bd)€ER

R e&s tronsitiva , porque

(a,0) €ER

A

(a,c) € R =)

(y,x) ER, ¥ (x,y) € R

(a,c) € R
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(b,b)ER A (b,d)ER = (b,d) €R
=) (¢,0) €R

= (d,b)E€ R

(c,c )JER A (c,a)E€
(d,d)ER A (d,b)E
(c,0 )JER A (@,c)E€E =) {c,c)€ R

= (b,b)€ R
= (d,d)€ R

(b,d)ER A (d,b)E

R
R
R
(o,c)ER A, (c,0)E R => (0,a) € R
‘ R
R
(d,b)ER 4 (b,d)€ R

NOTA . 1) Para prablemas teoricos no se proCede de esta monero
Sola seoplica los definiciones correctamente.
2 ) No olvidor que los elementos de las relocianes binarias

son PARES ORDENADOS.-

@ Sea R una relacion en INx N , definido por’
(o,b)R(c,d) <= o+d =>b+c

é Es R una relacion de equivalencia?

~ Solucion A i A
b adbaddubd oy, R e
NxIN N xIN

Tenemos :

Re (NxMN)x (NxN)
Los elementos de R son de la forma ((a,b),(c,d))~

a) ¢ Es R reflexiva ?

Se cumple que | ((0,b),(0,5)) € R ¥ (a,b) € NxM

X X X A

porque a+b=>b+a es verdadero ¥ a,b € N.
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b) ¢ Es R simétrica ?
Si pruebo que ( (0,b), (c,d)) € R implica ((c,d),(c,b) ) € R
.afirmara’ que R es simetrice.
Veamos
Lo hipotesis es : ((0,b),(c,d)) € R
Pero ((o,b),‘(c,d))e R{(=) g+d = b+c

aperomos

b+c o +d , laigualdad essimétnica.
La suma es. conmutative .......€ +b = d+o indico ((c,d),(0,b))ER

Por tanta . R es reflexivo.

c) ¢Es R simétrico ?
Si pruebo que [(V(ov-,:‘lb),(q,d))eﬂ A ((c,d),(m,n))SR] impﬁco
(ta,b), {m,n)) €. R, ofirmardé que R es simétrica.
' Veomdsi

Por hipotesis, tenemos Z[((a,b),(c,d))em\((c,d),(m,n)) € R}

b }

a+d=b+c c+tn=d+m
s

sumar miembro a miembro .
(oa+d)+(c+n) = (bd+c)+(d+m)
(o+n) +(d%e) = (b+m)+(c\4\d)
» o +n ="b+m

[}
((o,b)‘ (m,n)) € R.

Lo cual prueba que R es transitiva.
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Porque R es reflexiva, simétrica y transitivo , afirmamos que R es una

. ! . ) .
relocion de equivolencia.

De iguol monera, procedo en los siguientes problemas :
@ Sea R uno relacf.o'n definido en Z*x Z* , por
(o,b)R(c,d) <= ad= bc

a ) Anelizor si R es wo relacion de equivalencio.

b ) Hollar los pares (c,d) que cumplen (2,3) R ( c,ﬁ)
Solucion :

a) R es una relacion de equivalencfo._

b) (c,d)=K (2,3) ,¥KEZ, K#O0 -

@ Sea R uno relacion reflexivo en A. Demostror que R es una rela-
cion de equivalencia si,y solosi (a,b)ER y (a,e) € R
entonces (b,c) € R.

‘ @ Dodo el conjunto A={o,b,c}- Definamos la relacion R en ?(A)

del siguiente modo

XRY (= XuY=A A XnY=20
Hallar R por extension.
Respuesta .-
R=1{(8,4),(4,8), ({o}, {b,c} ), ({be},{a}) (11}, {oc} ), farc}, b} ),
({c;,{o,b}),({a,b} RUSEE

(6) Sea A# @ y f: A— A uno funcidn . Se define en P(A) Ia
siguiente re lacion :

MRN <= f(N)= f(M)
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Analizor si "R" es una relacion
o) reflexiva.

b ) antisimétrica.

¢ ) tronsitivo.-

d ) de orden parcial.

@ Sea A={P/p esuna proposicion} ¢ sea R una relacion en A
dada por:  (p,q)€ R S{, y solamente 8i (P =q) es verdadera .
Analizar si R es uno relacion °
(a) reflexiva , (b) simetrica | (c) transitiva |, y (d) antisime€trica .

Sea A={P/p es una propostcio’n} y sea R | una relacion en A
definida por: (P,q) € S, y solamente st Paq es verdadero.
Analizzr si R es una relacioh .

(@ rejlexiva | (&) sim€trica | (o) transitiva , (¢) de equivalencia..

@ Sea R una relacion en Z definida. por :
_ R={(ap)e ZxZ / (a-b) es multiplo de T}
¢ €s 'R uno relacién de equivalencia ? ' Probarlo .

@ Sea T’ el conmyunte de trio;wgulos ‘en el plano R?
4 sea S una relacion en T  definida del sigte modo :

(X,v7€S < X es semejante a y.
Demostrar que S es una relacion de equivalencia .
@ Sea of el- conjunto de rectas en el plano RxMR y sea S
una relacion en &£ definida por -
(Li,L2) & S & L esparalelo a L2

4 Es S una relacidn de equivalencia. en & ?  Probarlo .

® Sea Pa) el conjunto potencia del mnyunto A .
Definimos la relacisn R en $A) del siguiente modo :

X,Y)eR & XY

{ Es R una relacion de equivatencia 7 Erobar .
¢ Es R una relacsn antisimétrica’? Justifique .

® Sea R una relacion en R _dé{dm‘do por: aRb @& a<b.
Analizar st R es una relacion :
@) reflexiva. , (b) siméetrica , 9 transitiva .
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@ Sea S. una relacisn en IR definido por : Sk = as<b
Analizar st S es una relacion :
(0) reflexiva | (b) simétrica | (c) transitiva , (d) Qntisimétnco)
(e) comparable , (§) de orden total

#® La igualdad de conjuntos ¢ es una reloc.non de equivalencia !
Probarlo .
La igualdad de numeros reoles d es una relacion de equi -
valencia 7 Probarle .
Sea una funcion §: R — R-{o} cualquiera . Dc}ino.mos en R
“la siguiente relacion S ,
aSe o 2,4
. L))
t) Demostrar que S es de equivalencia
) 3& fo <o | caracterizar la clase de equivalencua del
nimero o .
' Sea R una relacion deginida en Z por :
eb) € R si y sdle st %ez.

a) Analizar s{ R es relacion de equivalencia
B) Si R es de equivalencia , caracterizar las clases de e-
Quivalencia , Ppor comprension . '
. Sea A={3K/K€l} v
Se define en A la relacien R siguiente :

(x,) ¢ R si y solo st "_(’?ﬂ) c A

X—
6) Demestrar que: (x,m)eR A (v,x)eR > ('{y)eA
" b) Demostrar que la relacidn R @5 REFLEXIVA.

. Sea At g y f:A>5A unc funcion . Se define en P o siguien_
te relacion .
v MRN & S(N)cf»(M)

Analizar st ©“ R’ es una relocin Q) reflexiva ; b) O-n‘ttsnmetrmo.

<) transitiva 5 d) de orden parcial .
Sea & -‘{ Sucescnes reoles que son chtnclo,s}

@) Sean (an)ecH y (bm¥€ A Se desine la sucesicn (Cn) medionte:
ol *
-bn , n i(mpar

Probar que (€n)e 4
b) Para (Qmye ed y (bnced  sedegine la relacion R eneq de
la sigte manera : ((an) (bn)) eR < (@an-bn) es eonvergente-
Demostrar que R es relocu:n de equivalencia .
Notra : (an) y(bn) no son necesariamente convergerntes .
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8.CLASE DE EQUIVALENCIA Y CONJUNTO COCIENTE

a)si R es uno relqcio'n de equivolencia en A, paro cada x € A,
c":lefiin;ﬁmos el con;‘uﬁ?o‘:
[x]={y £A/(y.x) € R}
tijo
llomado CLASE o%' EQUIVALENCIA de x.
b) Elcon)unfo de 1odos los - closes de equivalencio de A .toma elnombu

de CONJUNTO COCIENTE A con respecta o o reloc:an R '_y se

denata A/R ..
EJEMPLO 1- seo A={ob,c,d}
={ (0,0), (b,b),{c,c), (), (a,¢),(c0), (b,d),(4,0)}

En este caso se tiene que R es vno relocion de equivalencio én A
Se tiene :
1) [o] =to,c}={v€a/ly,a)e R}
[b} ={b,d}={z€a /z,b)e R}
¢l ={c,a} ={m€A/ (mc)eR}
| [d] -_:‘{d!'b}‘ ={nea /(nc) R}

Donde : [0] es la clase de equivalencio .de o

[b]. 0w w0 w o ow nob.
[e] w0 w B AR -
[¢] w n 0 “w @ w4

2) El con;unto coc:enfal A con respecfo a R ‘es :

a/R={[o ] v, [Jm}
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EJEMPLO 2- Seo Z"= Z —{0} ysea S=2Zx2".
&finomos ensS !o'rélaéidn R por !
((o,b'),(c.vq')-)e ‘R (= ad=bc
0). Demostrar qu; R es uno relacion de equivolencia en S.
b)Hanor [(0,2)] vy [(31)]
. SOLUCION :

a) Es similor al problemo @ :

b) ) [(02)] l(o b1eS/ ((o, b)(OZ) e R}

Pero ((ob) (02)) € R ¢=> (a)(2)= (b)(0)

]

. 28=0

]

0|

Luega: [(0,2)] = {(0,b)e§ /pez"} .
i) [(310]={(x,y) €8 /((xy),(37)) € R}

pero: ((x,y),(3,1)) € R <= (x)(1)

(y)(3)

X =37
Luego: [(30)]= * (3y‘;y).€S /yE€ Z*}

= {y(3,1)€s /ye 2%}
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9. PROPIEDADES DEL DOMINIO Y RANGO DE UNA
RELACION.

Seon Ry S dos relaciones de AenB , se cumplen los siguientes propiedades:

DEL DOMINIO | "~ DEL RANGO

D,) Dom(RuS)= Dom(R JuDom(S) R,) Rang(RuS) = Rong(R)u Rong(S)

D,) Dom(RnS )& Dom(R) n Dom(S) R,) Rang(RnS )= Rong(R)n Rong (S)

b,) Dom (R=5 ) = Dom(R)-Dom(S) | Ry)Rong(R-S)D Rang (R )-ong (S )

SUGERENCIA |

Pora hacer demostraciones Ud. debe representar en un diagramo de Venn
Jlos conjuntos y sus elementos pora aplicor correctamente los definiciones
respectivas .

Por ejemplo .

Los definiciones que debe aplicar son :
a)x€ Dam (R){=)3y€B /(x,y)ER o) y€ Rong (R) ¢=> 3x€A/(x,y) ER
b)x ¢ Dom(RI=> ¥y €SB, (x,y)§ R b)y€ Rong(R)¢=)¥x €A, (x,y) § R
Ademas tener er; cuenta la siguiente implicocién .
Lo proposicion verdodero "_'v-y'EB',(x,y)}{ R" implica " 3y€'8;',(x,y)¢'R
Iquoimente : " v x €A, (x;y) §R "implico "3x€A ,(x,y)# R"
0. RELACION INVERSA
DEFINICION
Si R es una relacion de A en B (es decir R = AxB )
entonces R es una relacion de B en A (es decir R < BxA) Hamado

RELACION [INVERSA DE R.
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De modo que .

[ty,x)eR"&® (x,y) €R]|

equivolentemente : [(y,x)e R'¢<= (x,y)€ R]

EJEMPLO. Sean los gonjuntos A*—'{o,b,C,d},B={m,n,p,q,r}

Seon R ={ (o,m),(a,n),(b,p)}y S=§(b,m),(c,n),(q,p)} dos

relaciones de A en B.

Lo relacion inversade R es R '= { (m,o),(n,o).(P.d)} & B xA

La relacion inverso de S es S™'= {(m,b), (n,c),(p,d)} < BxA

R es uno relocion " de A en B
Oom (R) ={a,b}

Reng(R) ={ m,n,p}

S
Y "
d

S es una relacion de Aen 8
Dom(S) = {b,c,d}

Rong(S) = { m,n,p}

Dom (R™') = Rong(R ) ={m,n,p}
Rong (R-') = Dom(R) ={o,b}

mA— 4]
n—} Lc
p ] lod

Dom(S™')= Rong(S)={ m,n,p}
Rong(S™') =Dom (S ) ={b,c',d}'v
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10.1 DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION INVERSA

" R s e -1 . .o
Si R es uno relocion de Aen B y R eslo relocion . inversa )

‘de R, se cumplen:

"Dom (R™') = Rong (R)

Rong (R™') = 0om (R)

10.2 PROPIEDADES DE LA RELACION INVERSA
Seon Ry S dos relociones de A en B, se cumplen
. (Rus) =Ry s
P (Ras) =R s
P (R-ST'=R- s
© B . (Ras) =R"s s
) Lo ;iem'pstrocidn de estos propiedodes se hace elnn los dofit;icio_nes L

Sy, x)€RTT ™ - (x,y)€ER
Ay, x) gRe (2,9 fR
10.3 COMPOSICION DE RELACIONES
Sean R uno ‘rekcidn de A en B y
S wno relocion de B en C

Definimos  lo relocion " S\o/ﬂ " {R compuesto con'S) del siguiente

. modo .

s,é={(x,z) € AxC/3 y€ B, (x,y)€ER A "y, z2) € s}

T—R ‘compuesta con S o " Relacion compuesta de Ry S " -
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@
Lo relocidn " R compuesto con S=S o R nos p_ermifé hacer el siguiente

diagromo

A——sB——-sC

NOTA Lo relocion SoR existe si,y solo si Rong (R) N 'Dom‘(bs)#.ﬂ'
EJEMPLO 1. Seon los conjuntos A={o,b,c,d ), 8={c,d,e 1},
‘C={B,c,g,fr } definimos las relaciones ‘R de A enB y
S de B en C - del si'kqu'ién'te qu'd.' '

pl

{to,er, (e 00,6, 10,0) 00,10}

R =
s ={(c,e), (e,e),(d,b),(1,0) |-
Hollor o) So R b) RoS

.Solucion

a) Hallemos R compuend con S ,es decir SoR.

.En lo notacion So R ) tener en cuento que : el de.lo ‘derecho es lo
" relocion de PARTIDA y el de lo izquierdo es lg _

relocion dé llegada A
Con diogromas de flechos. SoR -es.: A — B. ——§-—’ c
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Este diagroma de flechaos nos indica: de A dirigimos o By de B diri—
gimos .
Con esto nocion es muy sencillo obtener Ro S .
Veamos . - : '
R=f{ (b,0),(c0), (0000, (a,0), (8,11}
. // ,\><\ /// ////
s = { (dhe), (e7c), (erb) ,(179) }
Los flechas nos indicon que SoR,es .
soR={ (b,c), (c,b),(d,b),(d;c), (dyg )}
RoS

b) Hollemos RoS @ B —>—sRong(S)n Dom{R)—"

8

s ={ (eedutens ), (db), (1,9) }

( _\,—I )
R ={ (b=c7, (¥,d), (d,e), (d,d), (d,f) }
Los flechos nos indican que Ro S es .

RoS =,{ (c,d), (e, d), (a,c>}

EJEMPLO 2 Dado los conjuntas A ,8 c D y los relacwenes T,u vV
hatlar ¢ UoT | Vol VoUoT .

) >

A T c

— M, i‘D
a c - b m
b d > C » N
c e 8 P
d 5 h 9

Observando el diagramo. obtenemos directamente :
Y UoT = { (@, , (b,b), (€,9),(c,m}

W) VouU = Q(c,m)’(d,n), (e,p), (5,9}
) VoUoT ={(@,m, (b,m) (¢,p) (c,qn} .
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PROBLEMAS

1. Sea A= { -1,0 1} y Sea R una relo.cmn de A? en A dada por
R = {((xy),z)eA"xA T2z Xyl A x#Ey}
Determinar por extensioh el domimio de R.

2. Sea la siguiente relacicn en Z * R ={(x,n e Zx2Z /T ke Z:x=xy}

Andlizar ‘si R es . o) reflexivo ; b simétrica ;O transitiva | 4
d) antistmétrica .

3» Sm a mﬂjun‘to universal U ={0)‘)2)3)4)5)G)7)879} 3A:§°a'a2)311’}
un  Subconjunto de U . :
Definimos en A una relacion R mediante x,m1e R < 3 € EA
y sea S - i(x)y)eA“' / x+y -4}
Determinar. todos los elementos del conjunto S AR

4. Dado e conjunto A={a,b,c} . Definamos la relacicsn R en Py
del siguiente modd ‘xﬂ'y - XuUY=A A ROYT =¢
Hautar R por extensidn .

5. Sea R una relacion binara cualquiera de A en B .
3( R' esla relacton de B en A , inverso de R _ demos-
trar que .'R es simétrica st y st st R = :R'1

6. 3t A={-2,7,0,1,2}

B={-1,0,2 ,3}
Se definen las siquientes fELGCIOF\ES S de A enB yT deBenh,
med{ante (x,716e S & (x+yn)eA

X, eT @ (2x-y-1)e B

Q) Hallar (Dom S - Dom T)
b Hallar (S aT)
c» Hallar B (RanT) n B (Ran D)
d) Defina yna relacien R sametnca en-AnB fchque
Dom (R) £ (AaB) . ,
7. Oe define en N | la siguiente relacicn R , medwante
S, v)e R & (x+y) es par. _ i
Averiguar si R es reflexiva , simétrica | transitiva .
d Es de equivalencia ? i )
8. Sl At¢ , R y S dos relacwones transitivas en A -
' a) Demostrar que (R O 8) estransitiva |
by ¢ Es RLUS , una relocon transittiva 7 4 Por que ?

9. S5e¢an R y S relacwones ©n A . Demostrar - ‘
Q) St R y S son reflexivas , tambien lo son R0S 4 Ru 3.
by 3 R y S s=on simétricas , Tambien lo son RnS y RuUS.
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c) St R‘. es snmettu:q R TmeLen toes R' y €R
-d)y R es stmetrtcov) sty &dlo st R' =R..

10. Se define en N “la siguiente relacion R @
(x,yye R & X-y =5K | paraalgin K€ Z .
a) Demostrar que- R es relacn de ‘equivalencua .
b) Describir , por ComprenSLOn ,, las. clases' de equ:valencma

1. Sean los - conjuntos = A = {2 3,8 9} y B= {A,Zc} y R una relacion
binaria de A en B de&mzda por : R={(x,y)e AxB /x¢v} .

"« Hallar la relacicn inversc de R. : :

2. Sean R y S relacones definidas en A+d

D:gq ‘cudles de las su;uv.entes proposiciones Son Verdcdevos o fal-
sas :

P: S{ R es ve§lech 'y 'S es simétrneca = RUS - és simétrica.
q: St R es transitiva 'y S és transitiva. = RuS es transitivo.
re 3 (xmeR A (v z)ﬁ R | ’d-x,yz eA dl{ecem‘.es-> R es tan
sltiva. ,
--Sea A={-3,- 3 6,9} v
¢ Cudles de tos Slgu\entes piop‘osicu'anes son -verdaderas ¢

pP: R= {(x,y)eAxA "/ xy divisible por 2} es una relacisn no re-
flexiva , simétrica y transitva. 7 ' )
q: .S = {(x,y) eAxA/ X+y dwls;ble por 3} es u»nq relacwon de
eqqulenqcx en A
T ={,y) € AxA/ x-y divisible por 3 1 es una relacion re-
flexnva v ‘trcmst‘hVQ en A .

r:

l4,» Def(nimos en el congun‘to A':{ 1,2,3 )4,5} la siguien‘te (glo:_
cion A D S -
R ={(,0),3,2),(2,2),(59),(4,2), (6,4, (3,0,(3,6), (7,%) , (2,3, @ }

Sl 'R es relacion de equivalencic en A hallar 2x+3y-2
sdductont 8 - - ' ’ .
15. Sea A={1,2,3,...,10} sé‘dﬁ?r\enr.(os siguientes ‘relaciones
- en A ~ C ' :
TRy={wmne ) 2x2y? }

R? ={,U‘;y)eA2/ X-1 :2y}'
Ry ={ (x,veA?/ y=s}
: R, :{ (x,y€ AQ/ Sx (3\[—8}
dCudles de las Siquientes afirmaciones son verdaderas ?
P 7Ry es reflexiva y Ry ©s simétrica

9% Rz y R3 <on funciones de A en A,
r @ R4 es transitiva .
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’G Paia relaciones binarias def:.mdgs en A¢ ¢ | de las 'siguientes
Of{rmactones R :
() St R es smetrico y tronsi{iva 5 en‘tonces R es reflexiva
(2) Para E#¢ , Sea A= PE) . Dads B<E ', la relacion
X ,LYYER = XNB =Y0B ‘es de equwolencn.o. en A,
3) Si A ={d,b,g, d} - la fechtOr\ b .

R z{(a,b), (c,d), «, d) , (5,0,d,0)} es transitiva Pero no es
Stmctuco. .

éCuoles son wz_rdaderos ?

17. Seal el con;unto A = 1.1 2,3,4} y consideremos la Siguiente re-
" lacen trmansitiva en A :
CR ={U,),0,3),03,1) ,(3,3), (z 2),(2,4) (4,2 & c.)}
a)- Probar que R es re}Lechx y SLmetrLca dEs R de equiva
lencia ?
b) Para tode xe€A | definimos :cxlkéiveA/(v,x)E.R b
'Segin esta degfinicion , hallar * £17 2] T3] y [4) .
€) Decir si es verdadero. O falsa cada uno de las s(-'
Juientes afirmaciones ;, justificando cada respuesta:
() C1)nCar=9 - (1) £31=14] ; @) [11ul21=A

18, Seq la” scguzen{e relocmn en ¢ -
R = §0<~/)€le /EIKGZ x=Ky }

Analizar si IR es :

, a.) Re}lexwa ) b) Sunetnco ; 9 Transttiva -y d) Antisimetrica.

19; Sea A—{ xeZ / x es multiplo de 3 } Se dejine: en A
. la febcmn R SLgulente .
xRy C% (x-y) cs multc.plo de 4.

a) Demostror que R es una relacton de equivalencia .
b) Determinar el conjanto cociente A/R , esto es, el con
® junto de todas lag clases de equivatencia . g

N

20. Sea’ R la relacion definida por R= {(X,v)ele/z divide a (x-v)}
equivalentemente 1 xRy & x=y(mdde)
se lee *“ x.es congruenté con ¥y mg-
dulo 2

Anuhza.r st la congruencm.o. moduto 2 €s una relacmon de equi
valencta .
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Sean los conjuntos A =cC ={_1)0),)2} y B={-1,0,1}. R unare-

lacion de Aen B y S unarelacion de B en C , dadas por:

R={(xy / x+neAa} 5 S={wxyn/yi=x}
Determinar por extenswon :
a) SeR 5 b) ("Qﬁg- (SoR)")ﬂ (domR) .

|

Sean A:_{xerN / X no es mayor que12} y f:A—- N »una

funcion talque foi = mdximo del eonjunto {1,x}

(asi por ejemplo : £(2)= mdxutmo del conjunto {1,2},es 2)
Se define en A la relacien R mediante -

Tx,y) € R 4=y fon = 3§00
De.{:erm(nmj todos los pares de R

Sea A={12,3} . R-;SyT son relacones enA , reflexva, sime
trica y transitiva , respectivamente - ' '

S R ={(,1,(2,3),(a,2) , (3,0}

S ={u3), (c,d)}

T ={ (3,0, (2,3} -
Hallar - - (b-oy + (c-dy + €
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1. Problemas Resueltos

' @ Sean los conjuntos A :{1’2,3} , B 2-5415,657?

ponde: AxB ={01,5),08)(1,6),0,1) z4),2,2,0 (21 ,(3!4),(3,5,),(3,5),(5,1)}
Bx A = {(,),4,2),(4,3),05,,(52),15,3),(61,(6,2),(,3),(11,(1,0),11,3) }
Ahora , veamos los siguientes conjuntas :

Q) R, ={(‘:").U.5),U;C)} . Aqui R, AxB = R; ¢s una reldcion de A enB.

Ry
1 R
¢ ti-
] -F--
4 SN
1
- i
Bom(Ry) = {1} < A ' X
3 A
Rang (R ={4,5,c}= B

DIAGRAMA OE VENN ’ ) DIAGRAMA RECTANGULAR

b) Rz, :{(4,I),(A:z),(s,n,(s,z)} . Aqui R,< BxA =R, esunarelactondeBenh.

- 2, A _ R
. ( [ Rz
3-__.___!_4‘ -
. e - - A - )
Dom (R;) = {45} < B . s 8
Rang(Ry) = {12} . A

OIAGRAMA DE VENN DIAGRAMA RECTANGULAR

COnsi&g(ando el umverso U ={1,2,3,4} ", tabular y construir las gragy
cas de cada uno de las Siquientes relactones ‘
@ -21 :{ (x,y)eUxU/y:x} )
SOLUCION A B .
1 Tabulando el conjunto R , obtenemos Ry ={(1,1,(2,2),(33),l m}
2° El grafico 7 ver §ig.1 Y ‘ademnds : Dom(R)={1,2,3,4}
Rang(Ry ={1,2,3,4}



Relag:lonfes Binarias @_

@ R; :'i(x,y)c Uxu'/:.w/ =5}
SoLUCION
1Y) Tobulondo el conjunto R2 obtenemos : Rz ={(1,4Y, (4,1, (z,;),(':,z)}

pom(R) = | 1,4,2,3}
Rango(R2) = | 4,1,3,2}

'2’)51 grafico de R v.er f9.2 .

@ﬁ; :‘('x,y)GUxU/x:Z}

Wycion : .

1) Tabulando el conjunto R3 obtenemos : R3 =|(2,1), (1,1)?(2,'3)’,(2'1,)}
Dom(=y) = {2] , Rango(R3) :Axx,z,a,i.} .,

2%) El gréfico de R3 ver fig. 3. |

@ Ry ={x,neUxU/ y=3]
soLucion '
1°) Tabulahdo el cor;_/unto Ry obtenemos : Ry, :! (1,3)"(2,3),(313\, (1.,3)}
: ’
Dom (Ry) ={1,2,3,4} ; Rango (R4) = {3}
29) £l gropica de Ry ver fig b4 . |

@ﬂs = {(=y)eUxU /[ yex]}
Sowucron o
1) Tabulondo ¢l conyunto Rs obtenemos: ﬂs = {<2 1,(3,1,(4,1),(3,2),(4,2), (4 3\}
Dom (Rs5) -{z 3,4} ; Rango(Rs) ={1,2,3
) &l 9ra//co ver frg.5 .

@ * -{(*y)eUxU/y{ }
SOLUC\ON
P) Antes de tobulor, fener en cventaque Yy £x & YR X
Luego : Rg :[(x,y)eUxU/y > x}
={D, 0,20, 1,3, (2,4),02,2),(2,3), (2,4 ,(3,3) (3,4), (4,4) }
Dom(R¢) = {1,2.3,4} .
Rongo(Re) = {1,2,3,4}

2 £1 grofrico de R¢g ver fi9 6.
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£n cada uno oe los tjercicios el 8 al Il | esto dodo una relocon en el -

conjunto {1,2 3,%56'7) dCudles de estas relaciones son reflexivos 7
» Y . . -
f G, 7,2),6,0), 2,0, 0,1} @ {(:,y)/ y @ un factor de =}

® [ /a2 g} @ [x9)/ y-x s mitipio ve 3 }

NOTA : “0" s considerado como: un multiplo
de cuolquier nimero .
’
‘SOLUCION
zgsien

NO €5 REFLEXIVA , Porque poro serlo es necesorio gue esten los pores : ),
(zz) (3)3), (4,4) (5"5) 6,6) 'y (7,71). |

® [, w,6,,ue, (22),02), 0,9 2,0, 6,0) 2,6, 6,0, @, @, e}
NO ES REFLEXIVA | {e fotton los pores (L), (5,5), (r. 6, (1,7,

{(1 1,(2,1),(2,2) (3 1),(3,3),(4,1),(6,2), (6,4) (8,1, (55) (en (6,1),6,3) (c,m,(n) (77)}
ES REFLEXIVA .

@ { 0,000,007 ,(2,27,(1,3),(2,5),(3,3), (3,4, (3,0), (L!L\,(L,S\;(L,”,('S,S\,(5,(-\,(6,(.\,(‘-,7\,(,7.7\}

(ES REFLEXIVA |



Relac:o‘nes' Binarias : @_

i” ;:a}do uno de los gercicros del 12 al 15, esto dodo unavelocion en el conjunto {0,1,2,3,.

d Cubles oe éetos relaciones son simétricas

@ {wn,@0,00,6,0,00,65,03) @ a0 / @y s}
@ fxm / y=2x 43} -»@{(x,v)/ zy 50 |
SoLucion '

@ £s smaraca (@) w0 &S smkraica @ &s smirrica (D) &s siMETRICA .

En codo uno de los gercicros del 16 of 19 esto Jado wuna relocion en el conyunto
de los enteros ¢ Cudles de estas relaciones son transitivas ?

®fan/y=x2] @|cn/x>y] @ |oen/xexn} {(x,v)/x+y£6

SOLUCION
@NDES @s:ss s1 Es . /voss

@('Cuc;les de los siquientes relociones en el comunto !1,2,3,4} son : (Q) REFLEXIVAS |

(b) smeTascas | (c) TRansirivas 7 ¢ Cudles Son relaciones de eguivolencra !

R, :{(x,y)/:uy =5} R, :{(x,y)/y ¢ x} Rs ={ o,/ Iy-x | as muitiplo e 2}
Ry ={un/yex} Ry zjoen/xz2}  Re = {uon/ 1x-y] =1}

Sorucion .

Ry zom, @0, 00} Es SIMETRICA

R, = ‘(2,n,(3,13,(L,n,(3,21,(“«,2\,(A,B\} £S5 TRANSITIVA .
Ry = {40, 02,,3),006),(2,2),2,3), (2,8, (3,3),(3,4), (4,8) | .ES REELEXIVA Y £S TRONSITIVA.
lo mtacion : y £ x selee “ y wo £s menor ous X ,q0emos ¥ & x &8 yyx

Ry ={@n,2,02,3),2,00] NoEs REcLexiva , NI SIM ., NI TRONS,

Rs ={0n,02,02,0,2,2),(2,3),(3,2),(2,8),6,2), (1,3),(3,1), (3,8,(4,3), (A,A)}
ES REFLEXIVA ,[5 5IMETRICA Y NO ESTRANSITIVA

Re ={un,@n,(3,2,2,9), 4,3, 0,0} es SIMETRICA .

(1) Demostrar que o retacian R = {ta,a), (5,5, (¢,e),(d,d) , (8,0, (c,a),(b,d), (d, 2)} en
el conjunto {a,b,c,d} a5 una relacion de equivalencra .

DENMOSTRACION
——
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1) £s REFLEXIVA, porgue: (@,a) €R (b1 €R ; (,006¢R ; (d,d)e R.
if) €5 siMETRIcA  porque; (@) ER = (c,a) € R
/ (d,b)¢eR = (bd)e R
fii) ES TRONSITIVA, POrQue:
(@) R A (acleER, = (a,0) € R tc,c)eR (G eR = [c,o)eX
@ER A (,a)eR = (a,0)€R (c,a)€R (a,meﬁ = 'Et,muz

() € R A (b,d)eR (b,d) €R {c,)€R (a,0)¢R = (c,0eR
(b,BICR W, meR

(d,b)eR

(b,bYeR = (d,B1ER

(b,dYeR A (d,b)¢R
' (b,d)€R = (d,b1eR

A
A
= A
B, eR A (d,d)eR = (bd)ER (b,d)€R A (d,b)eR = (b,b)eR
= A .
A

@ Demostror que lo refacion R = } ooy [ y? = x’} en el coyjunto de los enteros | as
uno relocion de eguivorencia | '
Demos rRac;oIN
————————

1) R es eeriexiva , porgue S (x,x) €ZxZ A x? - x?

= (x,x)€ R.
ity R ‘es siméraica | porgue  Si (xy)€R =D y? = x?
2

Pero y? =x? & =x? =y?  entoces (v,x)€R
’ )

i) R es TRawsiTivA | porgue Si (x,y)e R A (eR I (x2)eR

Yi-x? A 2=yt = zi=x?
@ Considerondo’ el universo U :[o) 1,2,3,4 ,...'9} , 5S¢ pide :. ta) Tabulor 'y construir las
grofrcas de cads uno de las relociones de Uen U ; (b) Hailar el dominto y rango de

cado relacion ; (€) ¢ Cudl o los relociones ¢S reflexiva ) simétrio o tronsitiva !

S; = f (x,) / y-x = o} T :{(X,y) /Xyt = 25} Sig = g(x,ﬂ/k—y =5}
Se=fumn/ xay =4} Sy =1t/ eyigs) Sw=jen /[ Ix-v| =5} ‘
S5 :{(x,y)/ ‘xy = 8} Sa = {xn/ x2ay?ras} Sa = jon/ Ix-y|¢5}
S, =jun/x=3} Sz o/ Koyt =4} Sn = \on | y? =x2-9}
S5z jn/y=5} Suzjunl yex} Sa3 = jtxn/ Ix1¢ 3}
Se = S(%&)/;?O} Ss=ion/ vy x| . Sa = xn Iv1¢3}

" Sy = {un/ v=o S,G:!(x,v)l y? z4xj S Sas = e x4y =1
Sg z{mn [ xy ¢4} Sy =lun/ 2 zay] Sag =M fy-x|=3}

S :§(x,~n/ y?-x? :o}‘ Sig=1 ] x+y =10} Sq =) x*#ytzi}
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ARelaciones de R en R

1. ‘ ~
El producto corlesiano de MRX/R se define como Sigue:

R = RxR =H{ e /xeR A yeR }

12
[peano carTEsIANO| Ef plono Cartesiano  se formo por la interseccion de dos ractas

perpendiculares  llamados ejes.
Donde
El ¢/¢ HORIZONTAL , Se llama 'EJE DE LAS ABSCISAS . X
El @ VERTICAL , Se UQma E£JE DE LAS ORDENADAS . Y
El punto de INTERSECCION | Se lloma ORIGEN . (0,0Y

Cada punte del plono es un PAR ORDENADO . (x,v)

Groficamente el PLANO CARTESIANO /RX/R @S. Como Sigueg °

y -
I¢-,+ J ISR -
Za Ly de «omres pondencia. binivoca 24
- “A cada punto del plano le corresponde un por ordenado:
foor  x (>,y) y recinrocamente >

- P s (x,Y)
-, vV ¢,

rslumca. DE PARES ORDENADO S Groficar los 5,'9(,,9,,,«35 puntbs:Po (1'2), g (.5,3),

P (ha,-4) | Py (L,-512).
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Pzt-vz,-'f{ )

2.
[reiaciones o€ m en R| peFiNicion-~

| comunto R es uno relocion de IR en R

si R CRxR

Selee: “g G Subcomyunto del producto Corteskrno de R por

7

2.1

ambiin * R estd contenido 6 es rgual o Rx R »

{DOMINIO Yy RANGO DE

UNA RELACION DE /R €N R l——

Dominio~  Es el conjuntode valores reales

que foma 'lo variable (dependiente x

(12 componente). Dichos vatores por lo generd
perlenecen a INTERVALOS gue Son Subconyuntos
el € REAL X.

NOTACION!

Dom(R) :{x eR/ IyeR A (x,yjeR}

RANGO ™~ Es el consunto de valores re

clas que toma le varioble dependiente Y

(22 comporente). Dichos volores  por bo
general pertenecen a INTERVAOLOS gue Son:
Subcoryuntos del EIE REM.’Y.
NOTACION'

Rongo (R) = {ye R[J TR A(x,Y)E R}

EJEMPLO: Sea lo relacion

S

z{€eRxR [ %2 +hyl-b=o}

Dom (S)= xe¢€ [-2,2]

Rango(é) z ye[-51]




Relaciones de R en R

2.2

LmEA INTUITIVA _FUND&MENTAL]' En un Plano Cartesiano. se pueden graficar:rectas

ycurvos 5 planos y semiplanos . Por lo tontoy las rectas | las curvas | los plonosylos

semiplanos son relaciones de /R en IR,

dlyebrm’camenfe la- racta y los curvas

variables "x"e"y" oe (o foma. F (x,y) = O

$ON ECUACIONES algebraico s con 2

N

| [V RECTA,t{enz como ecvaciond.: Ax+By+C=0
de: @ =Angulo dpinclinacidn ,m=" g I PENDIENTE
LACRCUNEERENCIA tiene como ecuacion 6: msty-kit 2 1

centro ; (hX)

joonce
| Rap0 : T

EJEMPLO GRAFICO DELARECTA y CURVAS CONOCIDAS (CONICAS)

‘oagermiz

X

LA F’AQA‘BOLA, que tiene como ecuacion
dps formas:

P (x-m? z4plr-x)
(r-x)t = 4P (x-N)

Donde Vih,x) es ol vértice y P es la dis -
tancia dirigidd del vertice. al foco F,

LA ELIPSE , tiene como ecvacion

P x-M? =K
- e

Dondeh,x) ¢s el centro Q y b longitud de los semsejes

" « . S
LA mnznaom,tfene como. ecuocon

Cx-m? (y-RP _
JE - pr i S 1

Donde (h k) €5 cluntro;a yb (mgitvd dgelos
Semiejes .
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vqlgcbra icamente los planos y semiplonos son cesigualdodes con 2 voriables, que

pveden ser de (asjwmas:/{p(*,v) <O v F@&xy)g¢ O
: Foyy) >0 v F(,y) 20

-————-l EJEMPLO GRAFICO DE PLANOS Y SEMIP[ANOSJ

y

—__—\ \

2x -3y -6 £0O
PLANQ : circuio de radio T=2 SEMIPLANO

x? +y2 ¢4

'{;"'—' ’ L J-(’,

E% Y2 +4x-4 £O

]
Y

A 0,-3
y2 +bx -4 <0 ; 4X +5y-20£0
S‘E‘MHJLANO | . ~LANO M -byriz 20
mtw:tc:iﬁn oe :in-) 3x -2y _ ¢ ¢O
co semiplonos. x o0
Yy 30

Esfe tipo de INECUACIONES LINEALES e das o

‘mas variobles pertenecen al estuvdio de la PROGRA
MACION LINEAL O CUrSOS COnOCios ton el nombre

- ’ [
de INVESTIGAC/ON OPERADTIVA O TEOR/A DE LAS

DECISIONES .




Relaciones de R en R : @_
3. Jrdfica de una Relacionde R e R

m Se llama  GRArica De una RELACION DE R en R ol conjunts de pun.
tos cuyos coordenudos satisfogan dicha relorcron. Donde no ofyidemos
que una relocon puede ser oe la formo i Flx,y) -o v mccuoaq
nes de las formuas: r-’rx,y) [§e] ) F(x,y) 40O ;I-'(x,y) >0 ;F(x,y) >0

3.1 .
DISCUSION DE LA GRAFICA DE UNA RELAC/ON| (consrruceron oe chvAs)

Pare. Lazar ,lem/lw e 4emo. _ecupceon F (x,y) =0 /20ch01 Aepaurr 6
pasos : :
DETERMINAC/ON DE [AS INTERSECCIONES CON LOS EJES CDOQDENADOS :

Interseceion con el e X . sehoce y:o A Se reswvelve lo ewoaon  F (x,0)
Interseccon con el efe Y @ Se hoce xzo A seresvelve (o ecuocon F (o) =0

@ DEfE/ZM/NAC/C;N, DE LA SIMETRIO DE LA CURVA CON RESPECTO A LbS £JES Y AL ORIGEN

Simetrior can respecto ol ge X ! Dele cumplirae da /cmﬁm Flx,~y )y = F(xyy)
Simelria con respectsd al ge Y | Dibe cumpliree fa proposicion F(-x,v) = F(x,¥)

Simetria con respecto ol origen : Desve M,DI-MI Ao proposicion  F(-x,-y) = F(x,)

@ DETERMINOCION DE LA '5x'7!~5;b_~ OE LA cuRva ~ Consto de dos posos:

Colculo del Domno .

Ca/cu/o oel Pon9o

@ DETERMINACION DE LAS ECUAc:oNES DE LAS Aswroms Verlicoles, bon:onto(es Y
oblicuas gve (o curven puede tener. v
@ TaBULACION | Se coleulo wn numero Suficiente de puntas para obtener una gn{
: Flca. odecuado.

@ TRAZADO DE LA CURVA | Mapeo O pares ordenodos .

j)o/a Zof efectas de los.’ yefc/c/'as pro’cf/'cos los mas importantes son:
Calcuto del dommo
s
Calculo del rongo

Tabulocion .
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/

@w rozones @/bb'c't’/cos ) sugiero sequsr el criterio del sjpurente cvodn poy

calcvtor el Domind y el Rongo de uno relacion Fix,y) =0 algebraica .

L

" CALCULO DEL DOMINIO'DE UNA REVACION DE IR EN IR

Se despya “y ™ -en terminos
de “x”

CASOS

FORMA

‘DOMINIO

O8SERVACIONES

@ POLINOMIO

Y = Qo#Opx +Qx2 e sapx”

aiem , ncZ’

' '::AG (-, )

@ rasz cuspraoa

.Y:V P(x)

Mx€R [P=x)30

Los valores reales de

_biem, ne2t

/

P(x)

@RacronaL @ o lxeR-{zer /Qm:o} “x" gue se obtienen de
PIX) A Q0 son polinomios ) Q) =0 Son [as ASinTO
primos entre st . TOTAS VERTICALES,

CALCULO DEL RANGO DE UNA RELACION DE IR EN-IR
Se despeja “x ' an termi
nos dé"] »
CASOS FORMA DOMINIO OBSERVACIONES
Xzbotb,YtbaY setbny™
@ POLINOMIO : vE <‘°°>°°>

@QAIZ CvaDRAD .

X VP _

XAyem /P >o

@ RacronalL

N

\
P(Y)

.Qm

PUYY A QI(Y) son polinommy

yelR- {YEN/QM:OJ

Los valores reales de
y " que se obtienen
de Q(¥)z0 son los

a“«

AS/NTOTAS MORIZONTALES

€AS0 GENERAL|: £ngenerol SI yz P+ 0w + R(x) SO0 | entonces :

Dominio = Dom(”) N) Dom (@) N Dom(R) N Dom(s) |




Relaciones de R en R -

3.2

PROBLEMAS RESUELTOS

@ Discutir lo grofica de (o retocion R =1 xye RxmR [x? +xy?-y2 :o} .

'

1) EerNSIo'/v
Q) Calculo del Dominio ~de despefa”y”

De x’+=xy2-y? =0

yi(x-1) =- x>
r"-z ==
x-1
| £ste espere sirve
¥ =+x =X paro obtener el
X-1 | pomiris y pora
tobular.
Por ser el caso 1 :
x € Dom(R) & X %0
. ==
ﬁ . x <‘o o 4}-.
X1 L A A
+ ® +
= x€ [°,l>

Por ses el faéo 11 : 7rene como denom)ﬂ'odoc x-1,
Hociendo x -1 =0 obtenemos (o lzc;,ocléq de (o
axnto vestical . 7
R io tanto : DO@(x) - i""‘?/ x¢ (§,1>.} )
CDH‘ una ASI;JYOTA VERTICAL 1-; z0.
5) Calculo del Rongo ~ Se oesp e_,a";z >
De: zd + xy2 -yt =0 -

Como vemos | no podemos despejar “x
entonces (o que hocemos es ver que volores
tamo“)I' ? Cuando le Oéignamos a“x ™ valo
IS Que pe/tehécén o intervalo [o,1) y nos

oeremos cuenta_gue. Ranqo(R) =y € R

(o) /ﬂrfzsscc/o~es CON LOS EJES

a)m%trscccio’n con el £EX : Se hoce y-o

en lo ecvacion @ x4 xyl-y?

=0

3
entonces ; . x” +0 -0 (o)
[¢]

x

b) In?e/ncu'o'n con € E1EY: Se hocexo
en lo ecvacion: x3 +xy2 -yl -0,

entonces : 0 +0

- 72 ’_'O
y =O.
'(m) Smsr:z/:as‘

Q) Simetrio con respecto of EJE X :@De

be ser !
) F(: —y) = F(x Y)
x’ +x(-v)7‘ (-Y) 3 ixy? _),z .

Por (o tanto
eje X.
b) ‘Simetrio con respectoal eje Y : Debe -

es s/'metu'co con respéctool -

wmpluscque F (—x y) LRy -
-} +r-x)y —YZ =;f’-xy’- !
No s simatrico con e Y. #Fm

¢) Simetrea con respecto 0'1 Ongen Noexig
te, pues  F(-x,-y) # F(xy)..

(1vy TABuLAC/ON ¥ GROFICO

X |y=#\X
%1
0] O
0.3} %03
>4
0.5 f 05
0T} 116"
09|t 27
e 1| *too
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@ Discutir lo grofica de lo relocion S ={x,neRxR [ yx -x2-1z0]}

SOLUCION
(1) ExTENSION

. C. . e )
a) Calculo del dominid 3 Se despeja y’

De vyx-x¥-1 =0 & yx =x*+/

; - x4
ey ==X

Por ser el caso I ; x e Dom(Sy&) xe R-{0]
Con ASINTOTA YERTICAL ¥=0

b) Calculo del rango ~ Se Oespejo‘x”

De vx=x2_-1 =0 & x2-yx+l1 =O
Usar lo formula - x = zb tVb2 4ac
: 2a
a=]
y+/Yey
b =-y . . e —_2—__
c=zl

Y € Rongo(S) -C:). vyl 3o
o Y234
= Y%L voy4-2

& ve [2,400)U (0,-2]

() z¥7ERSECCIONES

&) Interseccion eon e ;/ex : Se hace yzo en

la ecuacion  yx -XIA-.l o -

0-x2-1 =0 & x¥+l:-o0

entonces :
, & x= T
l'fnag[nanb

Lo cvat indica que no hay imz‘e/secc[c;n con

el ee X,

b) Interseccion con el eje Y : Se hoce x:o
‘en lo ecuacion yx-x2 -1 z0° '
entonce's 0-0 -1 z0 & -1z0

Lo cwr( indica gue mo hay nterseccion con

el ee ¥,
() sMeTRIAS
o) Simetria con respecto al egeX:
F(x,-y) § F(x,¥).NoO Exisre
b) Simetria con res}ecto ol ege Y :
Fl-x,) £ F(!‘,v) . No EXISTE

(v) ASINTOTA 1 Lo reta  yzmx+bes
asintoto de (a curve  yx -x%_] =o,
Slmx#b)x -x2-1 20 & mx? #bx -x2-1=0
& (m-Dx2 +x -1 =0
m-1 =0 & m=]

DownDE
b -0

Entonces (@’ osintoto @5 y=1x +0
~- y-x
(v) r4BuLACION
S x30
x 32 -1 Rl BN

y =X aybanl 2 |anl-ap|-anlaw| 36 |an

X

-l




Relaciones de R en R ‘@_

Q) Discutir 1 'gropica’ de la relocion Sz eRE/ yx2 <x-4y zo}.
SOLUCION ‘ .

(1) Exvensicn

Q) Calcwlo de/ dominio = Je despe/& “y»

De la ecuacion yx? -x-4y=0 S x4y =x & ly=

Entonces, xe Dom(S) & ‘xe R - {x%-4 =0}

& [x e R .-{-2,2}| , con dos asinroras verricares

xz-2
b) Colculo de/ rongo ~ Ae dup_efo. “x? x=n .
12 V1-4(¥)(-4v)

2y

‘

De lo ccvacion  ¥x% -x -4y 0 & x=

Luego': Y € Rongo(S) o 1-LN4y) 0 A 2vfO
& 1+ 16y2 30 <+~ £sta proposicion s Verdadera
‘ ¥ye R
& ye/R. A y+o

(=1 , con uno asintota horizontal y =0

(1) INTERSECCIONES

Q) Con e gs6 X . Hocer yzo anlo ecvacidn @ yx%-x -4y zoO-
) = 0 -%x-0 =0 & x-=o,

5)Con e/ €18 Y: Hacer x=o en (a ecuacion: Yx% -x -4y =0

. . = 0O -0 -4y=0 & y=O.
<) Ccon elorngen : Lacurva Posa por (0,0). ‘ : . -

(M) SmeTRIAS @ No existe simetrias con respecto ol ee X ,0l ge Y ni con res

-pecto of orrgen. Pues F.(x;-v) & Fix,y) F(—x,'y) EFYYFEx,-y) FF(x,7),

x4~ 2 -2 ¢ x <2 x>2

¢ J g
\X) TaBULACION: % |-t |-3 |as|us|-s o |1 Jusfas|3]4
w - .
Y= |-o3lac|-1t 08|03 ] O |-03]-08] 11 [0 |03
y




_@ ' Moisés l.azaré C.

@ Discutsn ;lq' grdfica de (o ecvocion: R=z|{xne r2 /:yx; -by -x?:o'}
socucion - ‘
(1) EXTENSION : .

. .. : ) ’ €
«) Calcvlo del dominio .~ Ade despga y’

. 2
De (o ecvacron sz-l;y-xzzo (=] y(xl_l,):xz & |y = X:L
Entonces:  x € Dom (R) & xe R —{ x2.4, :o} ' ‘
o ~e JR - {_z.z} CON J0S ASINTOTAS VERTICALES
. o . {J‘.:-z
N ¢ ' : 4 . » ’ =2
.b) Corculo olel rongo ~ ,d{ “{M/’E/Q‘ “x . . ) x
De la ecvorcion  yx* -4y -x¥z0- & X20r-1)=by & "2=71“T
2 . Gy e, i Y
Entonces: y»e'Ean'go(({Q) Sl y o & x=t 2.\,-;:_—_1

Y1

,_Y"E (= ) e]'U ‘<1,+00>. , con As/'rvrou HORIZONTAL
. t“ : & - - ) .
I ) INTERSECCIONES 5 y-1l=o.

Q) Conelese X ;: hacemos yzo en la ecvacion yxi_4y_x% zo .
= 0-0 -x2:=0 ¢& x=o.

b) Conel/ Es£Y : hacemos x =0 en la-ecuacion  yx2-Ly-x? =0 .
' ) . = 0 -4y-0:0 & y=-o.
<) Con elorigen: La curva posa por (0,0) o '
() SIMETRIAS ©  4f F(x,y) = yx?-by-x2 .
entonces) Fix;-y) = -yx? #dy-x2,

F-x,y) = Y(x1% by —-x)% = yx2-Ly-x2

'a) F(-X,y):F(x,y), eitonces s/metrica con respecto al 3/57. ‘
x <=2 -2 ¢ x <2 S x3>2

X 4 -3 |-25]-15]-1 | o |1 |25]25]3 |35

x2
¥z |38 ]27 [-12]-03] O |-03|-~2 |27 |18 |14

(IX) TAButasc/on:

Xxz=-2 :
\9 ;X:Z




Relaciqnes de R en R ‘ L <43) ]

@ Discutir la grofrea dela relacion 8 :{ (x,y)erkz/ yix - 3y2 -1= O}
soc.uc.lén B ‘

(1) ExrENSION !

Q) Colculo del domm/o ~ de de’oya. y”

checuoaon yx 23y2.120 & yi(x-3)=le yi-= —I;@ y =+ ;1_—

w

Enfonces: x € Dom(S) ‘& 7}—3 >0 " e

3
-1

" Con una AS/NTOTA VERTICAL:X-3 =0

)

& xe€ '<3,+co)

&) Calculo. del - fbf;go,"-’ Le 'de"?f/"‘“ “ e
y 2
De la ecvacion: y2?x -3y2-1 z0 € yix = 3y2+1 & x = 3v241

yi
Entonces: y € Rango(S) < Y€ R -ﬂy’:o} i

_ . & Y€ R-{0}; con una as/N7ota HoRIZONTAL:Y =0
(1) /NTEASECCIONES:

a) Con 2l =16 X : -Se hoce y=o en lo ecvacion. ¥¥x -3y? -1Zo
= 0 -0 - 1=-0-. No exsste.
b) Conal £/£Y : Se hace x=zo an lo ecvacion yix -3y2-1zo

= O -0 -1=0 . No exsste.

W) SIMETRIA: AL F(x,y) = ¥Y2x -3y21
) F(X,-y) = (0%x =3y)2. 1= yx-3y2-1
Entonces' :.
' F-x,y) = ¥iex) - 3y2.] :-yzx 3y2-1.
Se cumple 9U¢ E(x,-y)= Flx,y), Qntonces es sim€trjcq con respecto of eje X.

m TABULACION

x>3 Y
X 32 |35 |4 |45 5
3
yz ¢ ;-’—:-, taa |1t | t1 |toslroT 2
4
' 2 4 5 6 1 x
-1
-2
-3 *=3
.




__@ Moisés Lazaro C.

@ Disotir la grofica de la relacion S z{eve R xty? o4 —hy? =o} h
~ soLucioN B ’
(1) ExTEnSION

@) Calculo del dominio ~ xde dedpera’y ™

De la ecvacion w2y? -4x? -4yl —o0 & y (xL4) =4x?

2 -
&= .y2 = 4x —+ 2%
M Xi_z S Yy = —XL“

Luego: x € Dom (s) & x2-4 >0

& xtrh & x>2 v x<-2

& x € (2 , +oo> 8] <—co ,-2) ) CON ASINTOTAS YERTICALES
b) Co;/cu'lo:'?del rongo ~ de despea “x® }
De la ecuvorcion x2y2-4 x? -4_)'2 -0 & x (y2-4) = 4y?

. 2
& Xt = HY ey x -
. ¥4 y2_4

Entonces. ¥y € Rongo(S) & yi-4 50 3'ASINTOTAS HoRIZONTALES Y: -4 =0

. . - y=t2
& (Yy-2)(v+2) >0 .2 2
. - -O——O0
~<=>‘y€‘<,°gl..z'>u(2,+co>. m

. (H) s'_*'_E_’ﬂ?} :.St F;(i,vs = x¥y? L x2_ Lyl ‘
- Fox,-n) = xN2-4x2o 4912 = xBy? _hxloby?
CFGx, v) = xaty? —l;(-xvz—l«y": X2yl o Lx?-Ly?2
Q) F(x,-¥) = Fix,y) >) entonces e§ simetrica con respecto ol efe X .

 b) Fi-x,y) = F(x,y) ; entonces es siméirica con respecto al ey .
CY Fx*,-YY=Fix,v) ; entonces es Simetrica con respacto al origen .

() INTERSECCIONES . Si x=0 | eatonces vz rnoginornd

(W) Taguescion : ¥
: 4
X £~2 x> 2
x -4 | -3 |-25 25 |3 | 4 3
yot—2X .
T Tkt [te3|reT|r33 133t fe2d| BT
' xz-2 - 3 s w=2
" .
-4 -3 - ' 3 4
-1
iY:-?
-3
-4




Relaciones de IR-er:[R - @._

@ Discutir (o grofica de la siquiente relacion : S = {(x,y)€ Rx®R /x’_y -x2 - 4!Y+4¥=0}

soLucion -

(1) ExTENSiON

o) Caleulo del dominio .~ e desperay”

De (g ecvocion x2y - x2 _4xy +hy =0 & y(x2-bx+4) =

o _x o o
Y= X2 4x+4 Y= (x-2)2

. , o v =}
Entonces ! x € Dom(S) & x€ IR‘-I}(-Z :o} ’ (x-z)

_ BRP e xeﬂz‘—{'z} ; ‘con una ASINTOTA YERTICAL X =2
b) Colculo del Rango .~ e ds;,as/a “x

Az y-1
De lo ecvacron xy - x2-4xy +4y =0 & (v-1)x?  -4yx +4y=o {

B=-4y
«o —B#VB - tac ¢ =y
B 2A
oo LY 16y = Lly-DlLy)
- 2 (v-1) v
_ 4y aVy PO 2y vy
2(y-n y-1

Entonces : y€Rongo (S) =" 'Y %0 /\ Y-1 40

& y€[0,+®) . con und ASINTOTA HORIZONTAL: ¥-1zO.

(1) INTERSECC/IONES: Si x =0 | entonces y =0 . Lo curva pasa por (0,0)

(m) SIMETQ/ZS . No existen .

(W) TABuLaCION 2

x -3z -1 o tafris|2s |3 (456

S :
Y=(5)" lox|oms|oa| 0 foa |t | 9f2s |9 |4 la7]22

N Wwr WO D9

EREEEREE W B X




_@ ‘ Moisés Lazaro C.

ECUACIONES. FACTORIZABLES
En codo wno de los sgtes ajercicios, - factorior la ecuacion cornspond;'cnfé_ y trazar fa
graifica . ‘
R ={ (x,n's R/ x3 xly - Zx§i zo} .
soLuciOn . ) A
Factoricemos lo ¢:v§cia:o: x3_xty -2xy2z 0
X (x%-xy —Zyz):d

x(x-zy)(xq-v):o. & x=o0 v x-z_y:o vV ®xy=zo0

R N
® ® O]
y
la ecuacion @) as el £EY exz0 | 9y=0
2
) S ‘ 1
la ecvacmon @ es vha recta gue pasa por e/ orgen . , /
la ecvacion ) es una ‘/ecto que pasq por el origen . —— — > %
-1
: x¢y =0
-2 f

e s :{m,me/pz/x3 +x2 4 2xy? +2y? -Lx -h zo }
SOLuCNSN
Foctoricemos lo ecvocion: x3 +x2 +2xy2 2y2 _bx -4 =0

N N N
x2(x+1) + 2y2(x+1) - L(x¥1) -0

(X+1)(x2+2§2-4) =0 & x41:0 v x¥2y2-4=0

% hON

® ®
‘Lo ecvocion @ es recta vertical . x+1 0 & xz=-l. . v
‘Lo ecuacion @ debemos discutirla

(1) Exrension

Q) Calculo ol dominro ¥ de dufeja" yS

De /o eguacion x? +2y2-4=-0 & iy2:4-—xz =3 yz,—_%(lq-x’)

4-x?

luego, xe Dom & 4-x! o0 & x¥&hL & -2¢x¢2

& xe[-2,2



Relamones‘@g Ren R : : @_

b Co;{Cfllo del Rongo ~ Je despgja. ** x ‘
De la ecvacion x? +2y2.-4':o & xtzil-2y? e x :‘t'\/;-—z;?
Luego, yeRango & 4-2y% 3.0 & 272 eh h >v1$2 o - 24xeV® .
g . xe [T 7]
(I) /NTERSECCIONES ‘
@) Con al ere X . Se hace y=o ‘an‘lar acua;io_'n " 2y?- 4 =o.
- : _ ‘ S 'x’+,o~-'4 =0 & xtZ4 & x=t2
b) Conel dje Y':- "Se hoce x o enla Cevacion  xt +2y2-4 =g .

= 0 +2y? -’l. -0 & y'=2 o yz;_ﬁ"

() SimMeraia © A& E(y) = xFaayob . Pues la acvacion es x? +2yl4 =0
’ F (x,~Y) = xT42(-t-f =x2 +2y2 -4 F(x,y) ‘
Entonces: | £ (x,y) = (-x} Fayr =L zxTaayloh

Fl%,-Y) = (.,;z s269R -h = xZaay? —l_.

a) Como F(x,-v) = F (x,7) ., antonces essimetrico con respecto ol £/ ’X.

b) Como Fxy)= £(xy) |, entonces es simetrica con. respecto ol £JE Y .
©) Como F -x;y =F x,y , entonces es simetrica con respects af ORIGEN

() £/ GRAmico ' de las gcuaciones x+1z0 Vv Xt +2yt-4z0 | serd:

Yy
L — o . xtr2y2.7 20
/ R
(-z,o)\ y (200 . *
i :
- ©,v0)
| 3=y

@) T lmnert [ o axy -2y? #7x #7y -3 zo}
SOLUCl'o'N> ’ ‘ v
Fqctoriéemos lo acuo;io‘n 6x2 4+ Xy - 2y2 + Tx + 79 -3=0

9% U - Sumendo : 7x Tt .
_ , pts -Q, Q.
(3x +2y‘-l‘) ('ZX‘-Y\+.3') -0 & k42170 v 2x-y3z0

.

Sl .'.-“ .. )
Gy Y ™ Sumando:Ty

~3XY  4Xy «~— Sumando .xy



—Ga\f - . . Moisés Lazase . -

. Donde :

Lo c;uocio'n @ 3Ix f,zy"l = QO @s uno recto . Tobvl”s gg

(a ecwacion (@) 2x-y +3 =O. es 6§m recty . ?obm : LY O ED

2x-y+3z0
<y

EJERCICIOS Grum"
Discutir lo grafrica de coda uno oe ‘los srgtes re(“’,mmm:wvo canes
P°"dnmt¢ .
.-.W] ¥l 120}
5,, cjmma® | Fs4a 20)

S, ={ux, em2/ xy-3y-5 -o}

Sy s{mem?/ yx? _25y -x zo]

S {nem2/ yxt ~28y —ﬁ".—-o}~ :
=fxme mz/xr-'zx'-y -2 ‘-.--o}

55 jtx,nen’/xy ~2x-2y#2 20} .

,51 ;u NeRY xbé _9ox?_y o}

Sg =} € R x? -xy+3y zo]

Sg_{(x,y\tRIxy7~+xy 6x*=3 —o]

Sy ={ xERE] x +y?-zs zo}.

M;a‘bvy ~o]
Mﬁ*sy—o]

.,l-y.-.‘! :0}

,WI y‘-zy-l. x-3:0}
s.,.\mnti *sixshy-g -o)

S30= ] (x,vlt‘kt[yt#cy qu -8 -o}

Sy = ‘(X,Y)E r? [ 7-2 -o}

"

“Su =jone R ] x2 +y2 -2y -3 2o} © Sw= {weRE [y -3 zo)

Sp =) nemzl Xt 4y2 —7x ;-cy-e-~o}‘ S33= | syremY[ x+5°77.2 zo}.

,, ={ogw «m?/ 4x2+9y?-36 zo} : s"‘; j ey v-2*-1 =0

| Su= fmme @Y y-2!zg)

Sis= ‘u,y)e /!hz‘/xz +4y? ~2x +16y +1 ‘of ";i:‘:{@tﬂ‘l Lxl.y? 20}
{(x,nuﬂ'/ x2° I.yz -2x +16r+1 - o] - s‘_-\a.,n‘a‘l[ xt-yloax +hy- 3-0‘

S,, = { xmerY x-y? =4} s S ofmmeR? [ xytodxl - 3y’+nx'°}

' Sig= {(x,y\GIR’/ x’ +2xy +y2 +2)<-_21~1:o} sggjn.ntl’l ox?ezy? 4x -2y~ -n =o}

Sw {xne R 4xd - 9y1-3c, o} -

.

‘3”? fi""*.’é”z?/ y2x -y?¥-x zo0}:
S,‘;ﬁu,y)e/ﬂ_[ NERN wxl -xi = o}
.0 ¢ i .
Sz{,ﬁ{(x,né /RZ/ XX =1 }

&-iwnn'lhu:oy -ax+11-6 o)
Soz h-,mn”ﬂﬂ’ ~2xy-1 =0}

S oERY hxtbyd ey -4 zo} .



Relaciones de R en R @_

Relaciones de R en R con Yalor Gybso/u{o

3.3

Yntroquccion | Cuondo el estudiante se encuentrx con problemas donde aporece ef va
LOR ABSOLUTO qenemimente, no sube gue Aacer” . Esto ocurre, porque sen

2 . ’
cilbmen te Se ovido de lo definicion o que nunca antes lo aprendid correctomente.

Por ¢sta razon , me he permitido en escribir nuevomente lo definicion y hacer muchos e-

Jemplos al respecto. , .

Sea Q' cvolquier expresion olgebraica, enfonces el VALOR A8
socvro DE (U , Se define como sKue :

Q ,s 00
A\

la] = .
- , st <O

Se lee :
{ £1 votor absotvto es tquol ol mver

Al vator absotuto es iguat @ la mismo ex-
U (soaditivosila expresion en barrors es

presion que esta en borras | S dicha ex-
nega.ti.vo.

EJERCICIOS

(Sra;z'cor cada uno oe los siguientes relaciones . Hallar sudominio y rongo .

presion es positivo o cero

@ Rzjxnerxm [ ¥ =Ix2-41} |

sotucidn
£n primer. lugor , definimos el valor obsoluto |
x2-4 , Sl x-Ly0  Donde: X140 & x2he x22v x£-2
© &= x€(-w,-2)u2,00)
Donde; x2_ 4 co™ xteh @ -2(x¢2 & x€-2,2)

Y = |x’.l,[ = v
~(x2-4) , 51 x%4L<O
X2, si %€ ¢o,-2JV )

Y=
-xehsioxe <-2,2)



Como vemos [o relocion = [x2-4| Se divide €n LA UNION DE DOS RELSCIONES complet

menboiferentes, g ue son-

R = { (x,yu'R‘/y x4, xe ¢®,-2]y [2.f°°)} W) { ix,)¢ m'/y =-xt4 b xe <~2,7.>}=Rt

£] grdfrco de R = R, U R, es: v
Dom(R) = ¢-o,a) yaxh o

“Rongo(R) = [0,)

yzxg

-2 x
- 27,1 ' ’ '
@ S-{(x,y)flk/y_-z-(xﬂﬂ)} GRoFICO DE S Y
SOLUCION: Dejfinomos €l volor absoluto IX| \
) -;-(x+x) , 81 x%0
yag(x+uxg) = . Lov=x
2i(x--x) , S %40
yzo
]
X |, xe [o,0) —>x
Y= : .
. 0 , x¢ (™0 Dom(§) = x¢ ¢-0,00) Ro.ngo zye(0tw)>
@ﬂ:{lx,nek’/yﬂzx-}]:o} y
sowveion : Deginir al valor absoluta  |2x-1] .
. -2 -1 L H
Y+2%-120 | S 2x-130 x
Y+ lmx-1]z0 & ' : . :
Y -2x+1 =0 , SI 2x-1¢0 :
Y. D
oy = Y 1=
o y+2x-1z0 , 51 X242 y-amelz0ay "Y+2l 10
. -1
Y-2Zx+lzo | S xLW2

Donde:
- x)l
.p= - y, [x _ Tnl:]=] -
pe vemel 2o 3 yEemtl 0% Lo [ilm]  DomR)EXER

De y-2x+1 =0 = y= 2x-1 , x<4 X2

[« [n]e] ]



Relaciones de R en R (51)
@ S z{aner?/ ixi+1vi :z}
SOLUCION * Dz]:homs cody valor obsolvto . As/ ébtems 4 ecuaciones diferentes.
Veamos: ; - Ay

X+Y =2 , S X320 A Y0

2
' meyzl xeyz2
‘ x4y =2 , Si %X¢0 A Y20 ) 2
Ixl+ly|=2 & X .
X-y =2, §i X%0 A Y¢O -2 /1~ x
~X-¥ 22 T x-y=z2
-%-y =2, S X0 A Y¢O

P -1

R Dom(S) = x € £2,2)
2

3-x% | si |xlgl Rongo =y € [-2,2]
@ﬁ :{U,v)eﬁl"/ y={ , R
> '—KI. ) x]>1

En este coso, debemos desarrollor (as restricciones Ix1£1  y  IxI>1°,
A3/ tendremos que: Ix1¢1 & -1¢x&1 @ xe [-],1]
XI>] & x>31 Vo x<-1 & x€ (-09,-1) Y (1,+0)

Entonces , la relacion R Se puede expresar del siquiente modo :

3-x2 | xe[F1,1] ' y
y= {2 4 xed,o)
2 s . XE-00,-1)
- 4
-1 ¢ x¢1
x | |-hlo ¥l
y=3-x2 |2 [™|3 |"]2
x>1
x 1123 |4 |t
v=2 |2]1 %% o IR R
X&)
x “w -4 [-3 | -2 -1
I DOM(R) = xR Rongo(R)=<9,3]
-2 )
b= o [n|w|1 ]2 . 7°

@ S =f{omer’/ 1x-vi=4}

£n este caso, aplicomos (o proposicion: |ajzlb & az=b v a=-b , Siempre que

bso.
Entonces. |x-v| =b © x-y =4 . VvV x-y =-4




_@ ] Moisés Lazaro C.

Como pocemos aprecior, la grafico oe la ewa ”/
. b . ‘
cion Ix-ylz4  es la union de los graficas de . :
X-yz- 2
las ecvaciones: Dy @ . %

@ r =f¢x,v)efa/ Ir-1]+x2-3

SOLUCION

1]
o

y-1 +x2-3 =20 S Y-130

J7-1j#x2-3z0 &
: - (r-1)#x%-3 20 , Si ¥-1<0

*
4 fs¥lzye2
© x2+¥-4 =0 _si vyl '
: ) 22
@xl-y-2 =0, si y<1  Dom(Ry=x¢[-F,5] | RongoR) =vel24)
Rango oe (o ecvocion @ o xt = h-y Rongo de la ecvocion @) x = y+2
x = \Jl.y X =t\fys2
4-y%0 A ¥l Y4220 A vy
vé¢h A ¥21 Y32 A yey
e e """"""v"""“'
BESEYS ' -24Y <1

[E/EQCIC:OS - GRUPO zl

Groficar cada uno de los siquientes ecvociones . Hollor su correspondiente dominio y rango B

@® v-x1-ix] zo © y*-41x} =0
@ Y:h—fﬂ— YR ED @ x2-4 |y} =0
® y=xixl S @ vz
@y:':%:' yx t3 ® v = k-9)

® r=ix2l ® - m-41 o
© 1%y =4 ® -y =4
@ D-21-xr+2 =o ® xwl-y-2 =0

® l2x-y| =4 " @® vyixi-vy-2 zo
® Ixv| =1 I¥-31-4x2 +5x =0



Relaciones de R en'R

34

ﬁra’{ica 'de Relaciones o%'neales con dos %n‘ablcs
Rectos | Hemiplonos g @lanos en R?

@—f

) [Gmnm DE RECTAS EN R? ] Todky acuacron lineat con dos variables de (o forma Ax+By+C=0:

tene como grofica una recta en ;R2,

Pora graficor una recta s necesiton solo dos puntos pertenecientes o la recta .-

@ Graficar la relacion R :f(x,nemz [ 2x-3y -6 :O}

SOLUCION
x Y

805‘90‘ Oos puntas O |-2] 200)-3y-6=0 3 y=-2

Dom(RY =

X€<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>